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Exercice 1 : Réduction d’endomorphismes ( 10 points )

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme de R3 soit diagonalisable.

2. Montrer que si f désigne un endomorphisme de R3 diagonalisable, alors f2 est aussi diagonalisable (on
rappelle que f2 = f ◦ f).

3. On se propose dans la suite de l’exercice de montrer que la réciproque de cette assertion est fausse. Pour
cela, on considère l’endomorphisme g de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

A =

0 2 −1
2 −5 4
3 −8 6

. On note I la matrice identité d’ordre 3.

a. Calculer A2, puis établir que A4 = I. En déduire les valeurs propres possibles de A.
b. Donner une base (u) de ker(g − Id).
c. Déterminer ker(g + Id).
d. En déduire que g n’est pas diagonalisable.

4. a. Donner une base (v, w) de ker(g2 + Id).
b. Justifier que la famille B = (u, v, w) est une base de R3.
c. Donner la matrice de g2 dans la base B, et conclure.

Exercice 2 : Intégrales généralisées ( 10 points )

1. Les fonctions f et g considérées dans cette question sont supposées définies, continues, et strictement
positives sur ]0, 1].

a. Définir la convergence de l’intégrale de f sur [0, 1].
b. On suppose qu’il existe ε > 0 tel que pour tout x ∈]0, ε], 0 6 f(x) 6 g(x).

Montrer que si
∫ 1

0
g(t) dt converge, alors

∫ 1

0
f(t) dt converge aussi, et que si

∫ 1

0
f(t) dt diverge, alors∫ 1

0
g(t) dt diverge.

2. Démontrer que pour tout x > 0, l’intégrale
∫ +∞

x

sin t

t
dt converge. On note f(x) sa valeur.

3. En utilisant deux intégrations par parties successives, montrer que pour tout x > 0,

f(x) =
cosx

x
+

sinx

x2
−
∫ +∞

x

2 sin t

t3
dt.

4. Démontrer que l’intégrale
∫ +∞

x

2 sin t

t3
dt est absolument convergente.

5. Démontrer que pour tout x > 0,
∣∣∣f(x)− cosx

x

∣∣∣ 6 2

x2
. En déduire que

∫ +∞
0

f(t) dt converge.

6. Calculer la dérivée de f . En utilisant une intégration par parties, montrer que
∫ x

0

f(t) dt = xf(x) −
cosx+ 1.

7. En déduire que
∫ +∞

0

f(t) dt = 1.
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