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| miensins | Statistiques Examen final Printemps 03

Une rédaction compléte sera appréciée. Tous les résultats doivent étre soigneusement justifiés.
Comme dans tout document écrit, la présentation doit étre irréprochable.

Matériel autorise:  Calculatrice Tables de Statistiques ~ Feuille aide-mémoire A4 recto

Partie | (baréme indicatif 11 points)

1°) On Sintéresse au prix d’'une nuitée (2 personnes, une voiture et une tente) dans les terrains de
camping en prenant un échantillon de 100 terrains de méme catégorie. La collecte des résultats en
2001 a donné les résultats suivants:
Pris d’'une nuitée en € 8 9 10 11 12 13 14
nombre de terrains 1 %» 3 % 8 % 20 % 31 %» 26 %» 8 Y% 3
a) Montrer que les estimations de la moyenne et de lavariance sont 11,5 et 1,8.
b) Montrer par un test de niveau 0,95, qu’ on peut considérer que le prix d’une nuitée suit une loi

normae.
c) Un vacancier part un mois (30 jours) en vacances en camping avec un budget de 360 € pour le

logement. Calculer la probabilité de I’ événement « le budget est suffisant » dans les cas suivants:
|| passe toutes ses vacances dans le méme terrain
Il change de terrain de camping tous les jours.

2°)  On effectue une enquéte dans deux pays d' Europe sur les prix en € des terrains de camping. On
suppose que ces prix suivent deslois N(M4, s 1) et N(M», s5). Deux échantillons ont été prélevés,
et ilsont donné les résultats suivants :
Talledel’échantillon  EstimationdeM  Estimationdes = s
Pays 1 n =20 my = 10,8 =14
Pays 2 n, =30 mp = 13,2 $=18
a) Le Pays 1 annonce dans ses brochures que le prix moyen des terrains est de 10 €. Une
association de consommateurs prétend que ce prix est de 11,5 €. Tester M, = 10 contre M, = 11,5,
et déterminer qui araison, et lerisque b, en prenant a =0,05.
b) Tester I'égalité des variances au niveau 0,95.
c) Lesprix desterrains dansles deux pays sont-ils égaux (en moyenne) ?

Partie Il (baréme indicatif : 13 points )

3°) Deux enquétes portant sur 1000 francais partant en vacances, en 2001 et en 1991, ont donné les
résultats suivants: En 2001, 170 personnes interrogées partaient al’ éranger, alors qu’en 1991 dles

étaient 130.
a) Soit p, laproportion des francais partant al’ éranger en 2001. Pour quelle valeur de n, taille de

I’échantillon, I"intervalle de confiance sur p, serait delaforme |F, - 0,012, F, +0,012[ ?
b) Peut-on dire, au niveau 0,95, que les habitudes ont changé au cours de ces 10 années ?

4°) Ladurée de s§our T, en jours, dans un hétel suit une loi de Poisson de paramétre | , et le gérant,
ancien éudiant de SQ 20, cherche aestimer le paramétre | pour |’ année 2001

a) Soit un échantillon E_ = DTl,...,Tng d'observation e, = Dtl,...,tng de variables indépendantes de

méme loi que T. Dé&erminer la fonction de vraisemblance de I'observation e,. En déduire les

équations de vraisemblance, puis un estimateur de | .
b) Une observation sur 20 clients (supposés indépendants) a donné les résultats : (une durée de &




jour de 0 signifie que le client a annulé sa réservation).
k = nombre de jours 0 1 2 3 4 5 6
n, =nombre de clients 2 3 5 4 3 2 1
Déterminer une estimation ponctuelle de |
c) L’hotdier affirme que la durée de s§jour dans son hétel a pour paramétre| = 3,5 . Peut-étre !

20

Pour en étre siir a95% , on considéere la variable de test Y = é_ T, . Etudier laloi de Y et déter-

k=1

miner son espérance et sa variance.
d) Déterminer deux constantesy; et y, telles que p(Y £ y,) » 0,975 et p(Y <yq) » 0,025
Pour pallier lalimitation des tables de Poisson, on pourra utiliser librement le résultat suivant :

Si N suit une loi de Poisson de paramétre| , alors pUN £ ng = plic2.., > 2l n
En déduire e domaine d’ acceptation de I hypothése Hy , puis la décision.

5°)  Question hors bareme sur 4 points)
On s'intéresse au retard par rapport ala durée de voyage prévue pour un voyage de 500 km par le

2 05t
1. (1) .

t°e
a) Montrer que h définit effectivement une densité de probabilité. En calculer I’ espérance et la va

riance.

b) Ladirection des Chemins de Fer rembourse le billet s |e retard dépasse 15 minutes. Calculer la
probabilité d’ étre remboursé.

c) Caculer ladensité delavariable aéatoire R, = durée totale de retard sur un aler — retour.

d) Un voyageur effectue le trgjet (aller ou retour) 150 fois dans I’ année. On note R45q la durée to-
tale du retard, et N15q le nombre de fois pour lesquelles |e voyageur a été rembourse.

Déterminer les lois approximatives de Ry et de Nyso . Calculer IR, > 950 et pIN,, 3 5.

train. Ce retard R (exprimé en minutes) suit une loi de densité h(t) =

(N.d.l.r :  Les données du probleme sont réalistes, mais certaines d entre elles sont fictives, alors que
d’ autres reposent sur des données réelles.)
Document joint : Table c?

Je réponds ordinairement, a ceux qui me demandent la raison de mes voyages, que je sais bien

ce que je fuis, mais non pas ce que je cherche.
Michel de MONTAIGNE (France: 1533 - 1592) Essais




Il. CORRIGE

1°)  Les calculs donnent: onadonc X = 1_ a X, =1152» 115 et s2_= 1%0 é xZ-1152° =18

Xi-1 X X nj n; Xj nj (Xj-11,8)2 ﬁ loinormale| proba | eff,th | cumul | chi2
7 8 75 1 75 16,2 -2,61 | 0,005 0,005 | 0,45
8 9 8,5 3 25,5 27,4 -1,87 | 0,031 0,026 | 2,63
9 10 95 8 (12 76 32,6 -1,13 | 0,130 0,099 | 9,90 | 12,98 | 0,07
10 11 105 |20 210 20,8 -0,39 | 0,350 0,220 | 22,01 0,18
11 12 115 |31 356,5 0,0 0,36 0,639 0,289 | 28,92 0,15
12 13 125 |26 325 25,0 1,10 0,864 0,225 | 22,48 0,55
13 14 135 | 8 (11) 108 314 1,84 0,967 0,103 | 10,32 | 13,12 | 0,34
14 15 145 |3 435 26,6 2,58 0,995 0,028 | 2,80
Total 100 1152 180,0 1,30
a) Onadonc les estimations de la moyenne 11,8 et de la variance 1,8 et de I'écart type 1,342.
2
b) Hp: X est normale contre Hy : X n'est pas normale a pour variable de test p2 = 3 bNi "~ ey, c2 .
np,

Le domaine d'acceptation est donné par la table c2: 0,95 ® 9,49, c'est a dire Dg =[0 ; 9,49]. et comme d? = 1,30, on
accepte I'hypothese Hq , c'est a dire \ X suit une loi normalej.
c) Avec toutes les vacances dans le méme terrain, il a: co(t total = X; = 30X, avec X7 »N(30x11,5, var = 30%1,8).

X, - 345 360 345 -
Donc pr1 < 360g= pp \/910 o 18 \/900 lBé bN(Ol) < 037g 0,644 |p(budget suffisant) = 0,644 |

Avec toutes les vacances dans des terrains * (ind.), il a: codt total = X, = SX, avec X, »N(30x11,5, var = 30x1,8).

345 360- 345
Donc pX2<360g pﬁ\/% 5 JSO LSQ bN(01)<204g 0,98. |p(budget suffisant ) = 0,98 |

2°)  Observations : voir énoncé :

a) Test:Hp:Mq=20 contre Hy: My =11,5, variable de test Y = X, 10

e
Donc D = ]-¥ ; 10,58] avec l'observation s = 1,5. Obs. moyenne = 10,81 Dy, donc | Hy: M; =115 |
b=plX, <1058M, = 115]= p(T,, < - 2,74) » 0,003 donc fisque b = 0,003

2
b) Test Hy:s2=s5=s? contre H,:s2! s3 devariabIeZ:%» F(29,19) . Table F(29, 19) : 2,075. Donc

» T,g. Table:0,95® 1,729

le domaine D =[1 ; 2,075[. Et comme l'observation é = ﬁ_%% =1441 D, on accepte\ Hq : variances égales \

s

2 2
Estimateur de s2=S% = % d’observation s2 = 2,848

c) Egalité des moyennes: :Hp:Mq=M, contre Hy:Mq1 M, de variable Y = » Tyg

S 1.1
4+ =
20 30
La table T4g donne 0,975 ® 2 et donc Dy = ]-0,98 ; 0,98 avec s=1,7. Comme |'observation des moyennes donne
10,8-132=-2,4 [ Dy On doit rejeter Hy et donc \il existe une différence entre les deux pays \

3°) Py oy 2 = Proportion étranger / total et 2 échantillons (X1, ..., X1g00) @vec Xk » B(1,p1 oy 2) -

a) L'intervalle de confiance de p, s'écrit | = BF 1,96, | ———2~ pZ(l P2) R, +1,96, [———=~ p,(1 pz Met pour I'observation

f,=0,17,0na p,(1- p,) » 017" 0,83 et donc 1,96, — 014 = 0,012 ce qui donne faille n =3735].
n
b) Test Hy:pp=p2=p contre Hy :py ! po, avec f=estimation de p et la variable de test X'.




n1f1+ nzfz — " Fz' (pl' pz) (pl )
—=+—===-015e X'= ' » N(0,1) .
N, +n, Jp@- p)D%ooo+%oooq \/o 15(1 015>Dyooo+%oog O

D'aprés la table N(0,1) on a pD- 196" 0,016<F,- F, <196 0,016g =095 b D,=]-003+00d.
L'observation f - f, = 0,041 (Dg), donc on décide \Hl : les habitudes ont changé entre 91 et 01 \

f=

4°)  Xsuit une loi de Poisson de paramétre |

a) Pour le,...,Xng, d‘observationbxl,...,xng on a L(Xy,..X,,l )= 0 kae| =e!'" ok

wren Xk! X1 X,
/nL
o T | =0 i -n+ lé
Donc /nL=-In+Q bxk - énxk!g et ﬂﬁm u 1 o' doncI =X. L'estimateur de | de
W“’ za X

0o —
maximum de vraisemblance est donc |T(X,,...X,)) = ﬁa X, =X

b) Estimationdel :m=(2x0+1x3+...+6x1)/20=53/20= 2,65. On sait que c'est une estimation sans biais.

c) Onveuttester Hy: 1 =35 contre Hy:1 3,5, et on considére la variable de test Y, somme de 20 variables de
Poisson indépendantes de paramétre | = 3,5 (d'apres Hp). Donc Y suit une loi P(3,5x20) = P(70). Pour déterminer le do-
maine d'acceptation on cherche y, entier vérifiant p(YEy,)»0;975= pdc 2 ., >140|p pdc Snin < 140| 0,025. Par
lecture de la table, on trouve dans la colonne 0,025 : 2n+2 =174 et donc p(Y £ 86) = 0,975.

Par un calcul analogue, on obtient p(Y £ 54) = 0,025 et donc p(Y <55) = 0,025 . Donc \DO ={55, 56, ..., 86}\

L'observation étant 531 Dy 4 partir de I'échantillon on décide Hy etdonc | 2 3,5\

~ * ¥ .
5°)  On ne s'intéresse qu'aux valeurs positives de t. On utilisera " n1 N° G(n) = Znt "1e'dt = (n- 1)! fonction G.

. . t?e O 4u%e " 1
a) h est une densité car h est continue sur R, et dt = 2du=—-G(3) =1 (avec t = 2u) .De
o 16 o 16 2

¥ ¥
plus E(T) = [ th(t)dt=6 et Var(T)= [ t2h(t)dt- 36=12 .

¥
b) p(T>15) = Lh(t) dt = 0,02 obtenu avec deux intégrations par parties, donc\ p(>15 min retard) = 0,02 \
5

¢) Rp=somme de deux T indépendantes, donc densité g(t)=h«h(t) avec (+ = produit de convolution). Donc on a:

~ v ~ txze- 0,5x (t } X)Ze' 0,5(t- X) o t5g 08t ) . \
g(t) = Z_D(x)h(t - X)dx = 16 - 6 dx=...= =680 (intégration par rapport a x en non past!)

d) Nombre de voyages : n = 150 et probabilité de retard = 0,02.

Les voyages étant supposes indépendants, Ny5q suit une loi binomiale B(n=150 ; p = 0,02), qu'on approche par une
loi de Poisson de paramétre | = 3 car n assez grand et p petit . On a donc, d'apres la table P(3) p(Nygq £ 4) = 0,815 et
donc \p (N159% 5)=0 125\

De méme Ry5q est la somme de 150 variables indépendantes de densité h, d’espérance 6 et de variance 12. D'apres

- 150" 6 950- 900‘5 .

le théoréme central limite, —> N(0,D et p(R,-, > 950 pFN 01)>——— =
50”12 (0,) &t p(Rys ) = 09 150" 12

Remarque sur cette partie 5°) :
On peut voir que, d'aprés la densité R est la somme de 3 variables exponentielles indépendantes de parameétre 0,5,

donc les calculs de I'espérance et de la variance sont immédiats.
De plus R est la somme de 6 variables exponentielles indépendantes.
On pourrait considérer que le retard sur un voyage est la somme de trois retards sur les tiers su parcours.

Un rappel utile quand on veut utiliser cette méthode :

ntn- 1e-l t

N I;. (1)

Si les Ty suivent des lois E(I ) é_ T, apour densitéj (t) =
1EKEN




